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randprohlemen met een scheve afgeleide.

Voordracht‘door Dr He.A.Lauwerier in de
serie Actualiteiten, gehouden o0p
Zaterdag 27 November 1954.

§1n Onder een scheve afgeleide van f(x,y) verstaan we

o £ 1 _ 2F - of
iw‘m gwm COS 3% + Sind =Y o (101)

De hoek «w» heet de richting van de afgeleide. De scheve afgeleilde

in de richting w 1in een punt PO(Xoyyo) kan worden verkregen als
de limiet wvan

%%EPO PPO 9
waarbij P op de lijn X = xo+t 60 Swy YV = yo+t-SiHLd ligt,.
Indien f het re&le deel van een complexe analytische functle 1s,
dus
w(z) = £(x,y) + 1 g(x,y) » Z = X+1Y, (162)
1s

1w
= [te { e “%Y";"‘" }a (103)

Beschouw nu een contour C. In elk punt van C kan de scheve
afgeleide betrokken worden op de codrdinaten X,y van het gebruikte
assenstelsel, maar het is vaak voordeliger de tangent en de nor-
maal als hoofdrichtingen te kiezen. Duiden we de tangentiéle af-

geleide aan met w%%y-en de normaal afgeleide (rechts van de krom-
O ¢ ~
me) met s— dan is
o T of . J T
{'STI?:E—YIJM = COS &d N + S1n J N T (1»4-)
Geldt weer (1.2) en is v de richting van de normaal, dan is
R (v+w)i dw - -
53(1’198)%(&1 = he {e sz )S" (14‘5)

§§2. Ben karakteristiek probleem met een scheve afgeleide is

het volgende

% . -

st rg- P - |

op rand C. (242)

)



We vermelden als bijzondere gevallen

(N

a» W= -3 Probleem van Dirichlet.
b. w = O Probleem van Neuman.
[} ) = ..,...’2‘:.,. op deel C, van C, w = O op deel C2 = C--C,l-

Gemengd probleem.

63. Problemen met scheve randvoorwaarden(z,2)komen voor in
de hydrodynamica bij de getijdentheorie en in de electriciteits-
theorie bij de verschijnselen optredend bi] een gekruist elec-
trisch en magnetisch veld (Hall~effect).
Beschouw b.ve.e een vliak metalen plaatje waarin een electrisch
veld met potentiaal V heerst en waarop loodrecht een magnetisch

veld aangebracht is. Is X de eenheidsvector loodrecht op het
plaatje dan is de stroomdichtheid J a.ve.e Te schrijven

,_f:--o«\'?V-/ij? (3.1)
De constanten o en 4 hangen af van het medium en van hevt
magnetische veld. De continuiteitsvergelijking 1s V T = 0
en de randvoorwaarde 1s —g ’ :I? = 0O,
Tndien Vo = YV x K is V harmonisch en voldoet aan de

rand aan een scheve randvoorwaarde n.lo

; (3.2)

waarbl ]

Het gstationaire gedrag van een vlakke roterende zee kan be-~
schreven worden door het lstelsel

P 1 o
A --.O.U.2 + & h 5= = U‘l (343)
mimg.m - R
DYy B WZ
O

waarbij X,y cartesiaanse codrdinaten u., u2 componenten
van de totale stroom; u verheffing van het wateroppervlak boven
gemlddeld niveaus W“IJ Wz componenten van de windkrachten: A
wrijvingscoéfficiént; () rotatieco&fficié&nt (Coriolis-kracht):;
g versnelling van de zwaartekracht: h de diepte.

Eliminatie wvan U, en u, uit (3.3) geeft

Au = F(W,,W,), (3.4)

waarbij het rechterlid een bekende functie is, nel. een lineaire
combinatie van de divergentie en de rotatie van de windvector
(W1 yWo)e Voorlopig zij F(W1 ,Wz) = 0 zodat u harmonisch is en
beschouwd kan worden als het reé&le deel van een analytische '



functie w(z).
Nu de randvoorwaarden. Aan de kust volgt de stroom de kust-
1lijn. Is weer ¥ de richting van de normaal, dan is dus
U4 COS P+ U, siny = O
Dit leidt voor u tot

Aan de grens tussen een (ondiepe) zee en een (oneindig diepe)
oceaan is u = O hetgeen impliceert dat '

LI L]

g‘; = 0 , (3.7)

P~
M

Re {e(P“?m. %—-WZ--}:Oa (3.8)

Om nu de vergelijking (3.4) met rechterlid op te lossen ma-
ken we op de bekende wijze gebrulk van de Tussenstap om een
Greense functie tTe vinden welke aan de homogene vergelijking
voldoet, maar die een logarithmische singulariteit bezit.

§4. 2. Bepaal een Greense functie G(x,y, &,7) in het boven-
halfvlak v > O met

“ (4+1)
+ (y=%)° 1in (4,9), (4.2)

(443)

Begehouw G als het reéle deel van een analytische functie

w(z)e De functie In (z— ¢, ) voldoet bijna. Splegeling geeft -

de functie 1ln(z- e ). Len geschikte lineaire combinatie van de-
ze twee blijkt te voldoen:

w = 1n (z—- &) _emew 1 1n{z~-&) + constante (4.4)
In reéle notatie

G = In v (x- &)2 + (y-—-—wq)z ~ CcO0s 2w 1n (x--&)z—r- (y+)7)2+

+ 8in 2w arctg “ﬁf— + Co (4.5)

b. Bepaal een Greense funetie G(x,y,&, g ) in de strook \x| < a
met (4.1),(4.2) en |

O bl,] X = 4+ Qv (4—06)



Herhaalde toepassing van het spi egelingSprincipe leidt tot

- ewzwi In cos - Z+é’ I + C. (4.7)

= 1ln sin

levert een kleine motilijkheid op omdat volgens Gauss

= 2T (4.9)

Jt

Voor @ #£ is het rechterlid van (4.9) wegens (4.8) ge-
lijk aan O hetgeen betekent, dat er geen Greense Ifunctie mev
de eigenschap (4.2) bestaat. Het lukt wel wanneer we twee lo-

garithmische singulariteiten met tegengestelde intensitelt
toelaten. Aldus voldoed

w = ln(z=4))-In(z- &)+ Jin(1-1/ &)
~In(1-1/ EZ)}—FC., (4.10)

§ D« Beschouw nu een enkelvoudig samenhangend gebied R waar-
van de grens C uit twee stukken C1 en 02 bestaat waarbl] ver-
schillende randvoorwaarden behoren.

Beschikkend over het machtige hulpmiddel wvan de conforme
afbeelding kunnen we dit probleem terughrengen tot een soort-
gelijke opgave voor een halfvlak b.v.

aw

% He '"amzm - O Vo= O X > O
. (5+2)
e elw M%,ij_ = O y = O x ¢ 0.
Z
Hieraan wvoldoet " "
W, —

adw - F C, -

i = o { =5 = = & p ( & ) ; ( 5 e 3 )
waarbl] p (z) een gehele functie is. Het hangt nu af wvan
het gedrag op oneindig voor G wat voor o (z) gekozen moet

worden. Is G logarithmisch oneindig voor \z|— e dan is ¢ (2)
julst een constante.

oo

De functie » Uy Wl
G =-Re j g { - - }

s - O $ - &

7
voldoet aan alle eisen en goAdroagl zich in (&, n ) als

TR R e B . ' .

In V' (x- &)° + (y- v )< .



§ 6. Een uitbreiding
leidt tot het volg o
len welke analytisch in het bovenhalfvlak

¢ een pool met residir 1 heef
gedraagb
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In het algemeen Zijn exr {k} + 1 lineair onailhanke.
gingen omdat voor L]D (z) de machten |

nen worden.

1nP(z) kunnen
= 0 kiezend is

. I- A -
AN My . .-.IJI:!
SE e IR - ; e 1 ; - LR
i T N 1@@ : ' a “ e .
- i) X (n
| , -r; i A
: . " o
‘[
i

{ X £

Xj+?
Indien w (x) continu veran

Re &l ei w(x) W E = O
en indien w(e)= 0 dan is eveneens ¢
(6e2) en de Stieltjes

Deze problemen staan in nauw verband
mann~Hilbert dat in het boek ‘' Singula:

ocraal vergelijking
Muskhelisvili




en die van

meer aan de potentlaalverge-
practisch en moe-

Wi ;
!-!' MM F: ’ H K
b R r } "
B ] =g 1 ]
" Y

bereiken.

tot een (ﬁinﬂj

L3¢,

" 08 vadinw 2 L oo . F
SO A A in {Ad by oo S y = O ( 7 . 3)

afgeleide in de

functie wellte as
gulariteit in.(ﬁﬁ

n{7.2) voldoet en well

orgeschreven

sir

-|y-nlChu + 1(x-£)Shu
du.(7.4)

iplegelingsprincipe toe

(7.5)




I

8, Indien het beschouwde gebied een Sector 1is kunnen we met
behulp van de Laplacetransformatie de vergelijking (7.2) weer
tot een potentiaalvergelijking herleiden en kan dus een expli-
ciete oplossing verkregen worden.

In poolcodrdinaten is n.le

2
1 o ( o G 1 -G
_ p oe—= ) 4 SN <.~ S o | (8e¢1)
iy 0T o e > ‘1”2
Stel nu co
U (s, Y ) = Shs j g~rlhs Gdr,
O
8¢2)
Ch (
G’(I‘, Lf)) = '-é-j,;_r-:-{ﬂ j er . P(S, LF) ds,
A
dan gaat (8.1) over in
2 2
, + H — 0 (8¢3)
D s o @
Een scheve randvoorwaarde vani?et type
¢ . G B
COS w Y. + T osinw =4 = O p= & (8.4)
gaat hierbij over in
(f 3 P = o

Dit probleem kan nu met de theorie van § 6 opgelost worden.
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